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Анотацiї

Брусенцева О.Є. Застосування штучної нейронної мережi для

розв’язку однiєї задачi теорiї керування.

У данiй роботi запропоновано нейрону мережу для розв’язку лiнiйної

задачi швидкодiї. Аналiтичний розв’язок, запропонований В.I.Коробовим,

Г.М.Скляром, узято за основу логiки побудови нейронної мережi. Архiте-

ктура алгоритму реалiзована за допомогою мови програмування Python.

Використано бiблiотеки numpy, tensorFlow та Pytorch. Нейронна мережа є

прикладом алгоритму, що навчається iз "вчителем". Для навчання були

пiдготовленi два набори даних: тренувальний та валiдацiйний. Тренуваль-

ний набiр мiстить два датасети. Перший датасет складається з початкових

точок x0, тодi як другий мiстить моменти перемикань та тип керування.

Валiдацiйний набiр даних має аналогiчну до тренувального структуру.
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Brusentseva O.Ye. Using an artificial neural network to solve

one problem from the control theory.

In this study, a neural network is proposed for solving a linear problem

of time-optimal control. The analytical solution described by V.I. Korobov,

G.M. Sklyar forms the basis for the logic of constructing the neural network.

The algorithm architecture is implemented using the Python programming

language, utilizing the libraries numpy, TensorFlow, and Pytorch. The neural

network serves as an example of a supervised learning algorithm. Two data

sets were prepared for training: the training set and the validation set. The

training set consists of two datasets. The first data set comprises initial

points, while the second data set contains switching moments, and the control

type. The validation data set has a structure similar to the training data set.
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Вступ

Останнi роки популярностi набувають моделi штучного iнтелекту для

розв’язку завдань рiзноманiтного характеру. У першу чергу ефект обумов-

лений тим, що такий спосiб може забезпечити низку вдосконалень тради-

цiйних методiв, зокрема автоматизацiю розв’язання повторюваних задач,

пiдвищення ефективностi та точностi рiшень, персоналiзацiю та вдоско-

налення досвiду користувачiв, зниження витрат та багато iншого. Однi-

єю з переваг алгоритмiв штучного iнтелекту є обчислювальна простота

та гнучкiсть. Наприклад, нейроннiй мережi достатньо один раз навчитися

розв’язувати клас задач, щоб потiм давати миттєвi рiшення вже з iншими

початковими умовами.

Нейронна мережа є альтернативним способом розв’язку задач, у яких

аналiтичний алгоритм пошуку рiшення є обчислювально занадто скла-

дним. Необхiдно пам’ятати, що навiть гарно натренована мережа надає

апроксимований результат, хоча й дуже близький до справжнього. Такий

спосiб пошуку рiшень може використовуватися для моделювання складних

фiзичних процесiв, де iншi методи є надто складними для застосування. У

цьому контекстi, використання нейронної мережi для задачi швидкодiї мо-

же стати альтернативою традицiйним методам розв’язку.

У данiй роботi ми хочемо представити нейрону мережу, як спосiб

розв’язку задачi швидкодiї наступного вигляду:

ẋ1 = u, ẋk = xk−1, k = 2, ..., n,
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|u(t)| ≤ 1, x(0) = x0, x(θ) = 0, θ → min.

Пошук альтернативних способiв розв’язку для задачi оптимального за

часом керування є важливим, адже дана проблема є яскравим прикладом

такої, де розв’язок значно поскладнюється зi збiльшенням розмiрностi.

Розв’язок задачi для n = 2 природнiм чином випливає iз принципу ма-

ксимуму Понтрягiна, проте для n ≥ 3 зростає кiлькiсть необхiдних обме-

жень. До 1987 року задача оптимального керування для n ≥ 4 вважалася

нерозв’язною в аналiтичниму сенсi та основний акцент у дослiдженнях ро-

бився на чисельних методах знаходження рiшення.

Однак у 1988 роцi [1] В.I.Коробов та Г.М.Скляр описали аналiтичний

розв’язок n−мiрної лiнiйної задачi швидкодiї. Потрiбно зауважити, що спо-

сiб розв’язку тiсно пов’язаний iз проблемою моментiв Маркова. Вперше

запропонував розглядати задачу теорiї керування з точки зору проблеми

моментiв Н.Н.Красовський у 1968 роцi [2].

Не зважаючи на те, що аналiтичний розв’язок вже iснує, обчислюваль-

на складнiсть алгоритму не дає можливостi швидко знаходити моменти

перемикання та тип керування для великих розмiрностей. В першу чергу

це пов’язано iз степенем полiнома, що утворюється в результатi пiдрахун-

ку визначника ∆±
n (x

0, θ). Для непарних n степiнь полiнома є
(n+ 1)2

4
, для

парних
n(n+ 2)

4
. Це означає, що для розмiрностi n = 4 степiнь полiнома

∆±
n (x

0, θ) дорiвнює 6, для n = 10 – 30, а при n = 20 вже 110.

Задача пошуку коренiв полiнома є обчислювально доволi складною та

займає чимало часу, тож нейронна мережа є альтернативою в планi швид-

костi пошуку рiшення. Застосування алгоритму мережi може бути кори-

сним в багатьох галузях таких як фiзика, iнженерiя, економiка тощо.

Для прикладу нейроннi мережi мають потенцiал для ефективного моде-

лювання складних систем керування з великою кiлькiстю змiнних та обме-
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жень. Це вiдкриває можливостi для покращення швидкостi, точностi та

енергоефективностi процесiв у рiзних iнженерних областях, таких як авто-

матизоване керування, робототехнiка, авiацiйна та космiчна технiка, енер-

гетика, транспортнi системи та багато iнших.

Застосування нейронних мереж для розв’язання задач оптимального ке-

рування в iнженернiй дiяльностi може привести до нових можливостей в

проектуваннi та управлiннi складними системами, покращення продуктив-

ностi та зниження витрат ресурсiв.



Роздiл 1. Огляд лiтератури

1.1. Постановка задачi

Розглянемо наступну лiнiйну задачу оптимального керування в сенсi

швидкодiї:

ẋ1 = u,

ẋk = xk−1, k = 2, ..., n,

|u(t)| ≤ 1, x(0) = x0, x(θ) = 0, θ → min.

(1.1)

За допомогою тренувального та валiдацiйного наборiв даних, ми ставимо

собi на метi навчити нейронну мережу визначати точки перемикання та

тип керування систем розмiрностi n = 4 та n = 10.

Такi розмiрностi обранi з наступних мiркувань: на прикладi n = 4 ми

продемонструємо точнiсть алгоритму отриманої нейронної мережi, провiв-

ши експеримент iз n = 10 порiвняємо швидкiсть знаходження результату

iз класичним методом розв’язу даної задачi.

1.2. Задача швидкодiї

Практично кожен процес, що вiдбувається у нашому життi, можна роз-

глядати як керований. Проблеми, пов’язанi з теорiєю керування, виника-

ють у рiзних наукових галузях, таких як математика, фiзика, iнженерiя,
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економiка, бiологiя тощо. Природна потреба полягає у досягненнi найкра-

щих результатiв з точки зору швидкостi, енергоефективностi, економiї ре-

сурсiв та iнших критерiїв. Математичнi моделi для таких проблем зазви-

чай являють собою задачi варiацiйного числення. Однак, у задачi вигляду

(1.1) присутнє обмеження вигляду |u(t)| ≤ 1. Математичного апарату для

розв’язку таких некласичних задач ранiше не було. Тому протягом певного

часу ряд задач вважався нерозв’язним.

Однак у роботi "Математична теорiя оптимальних процесiв" [7]

Л.С.Понтрягiн вперше ввiв поняття принципу максимуму, який став осно-

вою для розв’язання бiльшостi специфiчних задач того часу. Принцип дає

необхiднi умови для досягнення оптимальностi у керованiй системi.

Наведемо теорему про принцип максимума. Розглянемо наступну систе-

му:

dx
dt

= f(x, u), (1.2)

де f(x, u) є вектор-функцiя з наступними координатами

f 1(x, u), f 2(x, u), ..., fn(x, u), x ∈ X, u ∈ U.

Функцiї є неперервними за сукупнiстю параметрiв (x1, x2, x3, ..., xn, u) та

неперервно диференцiйовними за (x1, x2, x3, ..., xn).

Нехай задано ще одну функцiю f 0(x1, x2, x3, ..., xn, u) = f 0(x, u), що ви-

значена та неперервна з усiма частковими похiдними
∂f 0

∂xi
, i = 1, 2, ..., n,

на просторi X × U . Тодi можна сформулювати задачу оптимального ке-

рування наступним чином. Серед усiх допустимих керувань u = u(t) у

фазовому просторi, що переводять фазову точку з положення x0 в по-

ложення x1, знайти таке, для якого функцiонал J =

∫ t1

t0

f 0(x(t), u(t))dt

приймає найменше значення. Тут x(t) розв’язок рiвняння з початковою

умовою x(t0) = x0, що вiдповiдає керуванню u(t), t1 це момент проходже-

ння цього рiшення через точку x1. Якщо розглянути частковий випадок,
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коли f 0(x, u) = 1, тодi функцiонал приймає вид J = t1 − t0. Така задача

називається задачею про оптимальну швидкодiю.

Випишемо наступнi системи:

dxi

dt
= f i(x, u), i = 0, 1, 2, ..., n, (1.3)

dψi

dt
= −

n∑
α=0

∂fα(x(t), u(t))

∂xi
ψα, i = 0, 1, ..., n, (1.4)

для допустимого керування u(t), t0 ≤ t ≤ t1 та вiдповiдної фазової трає-

кторiї x(t) з початковою умовою x(t0) = x0. Остання система є однорiдною,

тому для будь-яких початкових умовах ψi(t0) вона має єдиний розв’язок.

Запишемо наступнi функцiї:

H = (ψ, x, u) = (ψ, f(x, u)) =
n∑

α=0

ψαf
α(x, u), (1.5)

M(ψ, x) = supu∈UH(ψ, x, u) (1.6)

Теорема 1.1 (Принцип максимуму [7]). Нехай u(t), t0 ≤ t ≤ t1 допу-

стиме керування, x(t) вiдповiдна траєкторiя, що виходить з точки x0 в

момент t0. Щоб u(t) та x(t) були оптимальними, необхiдне iснування такої

ненульової неперерервної вектор-функцiї ψ(t) = (ψ0(t), ψ1(t), .., ψn(t)), що

задовольняє систему:

dxi

dt
=
∂H

∂ψi
, i = 0, 1, ..., n, (1.7)

dψi

dt
= −∂H

∂xi
, i = 0, 1, ..., n, (1.8)

причому

• майже за будь-якого t, t0 ≤ t ≤ t1, функцiя H(ψ(t), x(t), u) змiнної u ∈

U досягає в точцi u = u(t) максимума

H(ψ(t), x(t), u(t)) =M(ψ(t), x(t)); (1.9)
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• у кiнцевий момент часу t1 виконуються спiввiдношення

ψ0(t1) ≤ 0, M(ψ(t1), x(t1)) = 0. (1.10)

Таким чином, основна концепцiя базується на iдеї максимiзацiї функцiї

Гамiльтона-Понтрягiна, яка визначається для керованої системи. Ця фун-

кцiя включає у себе як динамiчну модель системи, так i критерiй якостi,

що характеризує бажаний результат. Принцип максимуму стверджує, що

для оптимальної траєкторiї системи повинна виконуватись умова, за якої

функцiя Гамiльтона-Понтрягiна досягає максимуму в кожному моментi ча-

су.

Використання принципу Понтрягiна вiдкрило новi можливостi для ви-

рiшення задач оптимального керування в рiзних галузях науки i техноло-

гiйях, оскiльки багато проблем зводяться до задач оптимального керува-

ння. Вiн застосовується у робототехнiцi, фiнансах, автоматизацiї виробни-

цтва, системах управлiння транспортом тощо.

Розумiння та використання принципу максимуму Понтрягiна дозволяє

вирiшувати складнi задачi оптимального керування та досягати ефектив-

них результатiв у рiзних сферах дiяльностi.

Тодi для часткового випадку задачi (1.1) отримуємо наступнi результати

[7]:

(i) для будь-якої початкової умови x0 ∈ R оптимальне за часом керування

iснує та єдине;

(ii) керування є кусково-постiйною функцiєю та приймає значення ±1,

бiльш того система має не бiльше, нiж n − 1 перемикань, де n це

розмiрнiсть системи.

(iii) якщо u = u(t), t ∈ [0, θ] є кусково-постiйною функцiєю, що приймає

значення ±1, має не бiльше, нiж n− 1 переключень та переводить x0



12

в початок координат за час θ, тодi ця функцiя є оптимальним керу-

ванням, а θ є оптимальним часом.

Тож початкова задача теорiї керування є скiнченновимiрною та полягає

в тому, щоб знайти таке p ≤ n − 1 та 0 < t1 < ... < tp < θ, що керува-

ння u(t) = ±1 переводить початкову точку x0 в 0 за час θ при моментах

переключення ti. [7]

1.3. Проблема моментiв

Дана задача є прикладом такої, що значно поскладнюється зi збiльшен-

ням розмiрностi. Довгий час проблема для n ≥ 4 вважалася нерозв’язною,

однак у 1987 аналiтичний розв’язок було знайдено [1]. Вагомим внеском у

розвиток задачi швидкодiї стали iдеї класичної теорiї проблеми моментiв

А.А.Маркова.

Пiдхiд до розв’язку задач теорiї керування з точки зору проблеми мо-

ментiв вперше було запропоновано Н.Н.Красовським [2]. Значний вклад в

пошук аналiтичного розв’язку задачi швидкодiї зробили В.I. Коробов та

Г.М.Скляр, коли розглянули задачу теорiї керування як проблему момен-

тiв Маркова на мiнiмально можливому iнтервалi.

Розглянемо лiнiйну керовану систему наступного виду [5]:

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x ∈ Rn, u ∈ R, (1.11)

де A(t) це матриця nxn з неперервними елементами, b(t) n−мiрний вектор,

u = u(t) є керування, що переводить початкову точку x(0) = x0 в поча-

ток координат x(T ) = 0 за час T . Нехай ϕ(t) фундаментальна матриця

розв’язкiв системи ẋ = A(t)x, бiльш того така, що ϕ(0) = I. Згiдно форму-

ли Кошi маємо наступне рiвняння:

x(T ) = 0 = ϕ(T )x0 + ϕ(T )

∫ T

0

ϕ−1(t)b(t)u(t)dt. (1.12)
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Тодi ми можемо сказати, що виконується така моментна рiвнiсть:

x0k =

∫ T

0

gk(t)u(t)dt, k = 1, ..., n (1.13)

для u(t), де g(t) = (g1(t), ..., gn(t)) = −ϕ−1(t)b(t).

За обмеження |u(t)| ≤ 1 задача швидкодiї є проблемою Маркова на

iнтервалi (−1, 1) [3], тобто:

sk =

∫ T

0

gk(t)u(t)dt, k = 1, ..., n, u(t) ∈ [−1, 1]. (1.14)

За теорiєю проблеми моментiв задача Маркова має єдиний розв’язок тiль-

ки за найменшого додатнього числа T , що задовольняє умовi (1.13). Бiльш

того, u0(t) = ±1 та має не бiльше, нiж n− 1 точку розриву, якщо функцiй

g1(t), ..., gn(t) утворюють систему Чебишева. З точки зору теорiї керуван-

ня T є мiнiмальним часом, за який можливо перевести систему в початок

коортинат, отже, T i є оптимальним часом, а u0(t) є оптимальним керува-

нням.

Цей висновок є одним з ключових у процесi розв’язку задачi швидкодiї,

адже саме вiн визначає, природу оптимального часу та кiлькiсть можливих

перемикань в ходi переведення системи з початкової точки x0 в початок

координат.

Тепер В.I.Коробов, Г.М.Скляр [4] пропонують розглянути частинний ви-

падок проблеми моментiв Маркова на найменшому можливому iнтервалi

(Markov moment min-problem), де gk(t) = tk−1, k = 1, ..., n:

sk =

∫ θ

0

tk−1u(t)dt, k = 1, ..., n, |u(t)| ≤ 1, θ → min. (1.15)

На мовi теорiї керування задача виглядає наступним чином:

ẋ1 = u, ẋk = xk−1, k = 2, ..., n,

x(0) = x0, x(θ) = 0,

|u(t)| ≤ 1, θ → min,

(1.16)
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де x0k =
(−1)ksk
(k − 1)!

, k = 1, ..., n. Якщо (θs, us(t)) є розв’язком проблеми момен-

тiв (1.15), тодi функцiя us(t) набуває значень ±1 i має n−1 точок розриву.

Отже, виконується наступна рiвнiсть:
n−1∑
j=1

(−1)n−j+1tkj = c±k (θs, s), k = 1, ..., n, (1.17)

де c±k (θ, s) =
1

2
(θk ∓ ksk) знак ck вказує на знак us(t) на останньому iнтер-

валi.

Далi для випадку парного та непарного n вводяться рацiональнi функцiї

наступним чином:

R(z) =

∏m
j=1(z − t2j)∏m

j=1(z − t2j−1)
= 1−

∞∑
k=1

γk
zk
, n = 2m+ 1, (1.18)

R(z) =

∏m
j=1(z − t2j−1)

z
∏m−1

j=1 (z − t2j)
= 1−

∞∑
k=1

γk
zk
, n = 2m. (1.19)

Розклавши R(z) в ряд Лорана, можна зробити висновок [5], що γ1, ..., γn

можна виразити через ck = c±k (θs, s), k = 1, ..., n наступним чином:

γk =
(−1)k−1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 1 0 ... 0

c2 c1 2 ... 0

... ... ...

ck−1 ck−2 ... c1 k − 1

ck ck−1 ... c2 c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, q = 2p+ 1, (1.20)

γk =
(−1)k−1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−c1 1 0 ... 0

−c2 −c1 2 ... 0

... ... ...

−ck−1 −ck−2 ... −c1 k − 1

−ck −ck−1 ... −c2 −c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, q = 2p, (1.21)

Основнi результати сформульованi в наступнiй теоремi:
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Теорема 1.2 (Korobov Sklyar [1]). Для будь-якого s ∈ Rn, розв’язок

(θs, us(t)) проблеми Маркова на найменшому iнтервалi (1.15) можна знайти

за наступними кроками:

• θs дорiвнює максимальному дiйсному корiню рiвняння

∆+
n (θ) ·∆−

n (θ) = 0;

• За наступними умовами можна однозначно знайти точки розриву фун-

кцiї us(t):

∆+
q (θs) ·∆−

q (θs) = 0,

(∆+
q (θs))

2 + (∆−
q (θs))

2 ̸= 0;

• Якщо ∆+
q (θs) = 0, то us(θs − 0) = 1. Аналогiчно у випадку ∆−

q (θs) =

0;

• Усi точки розриву 0 < t1 < ... < tq−1 < θs функцiї us(t) є коренями

наступного рiвняння:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ2 γ3 ... γp+1

... ... ... ...

γp γp+1 ... γ2p−1

1 z ... zp−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 γ1 ... γp

γ1 γ2 ... γp+1

... ... ... ...

γp−1 γp ... γ2p−1

1 z ... zp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, q = 2p,

або ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ1 γ2 ... γp

... ... ... ...

γp−1 γp ... γ2p−2

1 z ... zp−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ1 γ2 ... γp

... ... ... ...

γp−1 γp ... γ2p−2

1 z ... zp−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, q = 2p− 1,

де γk = γ±k (θs) та γk = γk
±(θs) й знак ± вiдповiдає знаку us(θs − 0),

визначеного вище.
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1.4. Нейроннi мережi

Штучна нейронна мережа є математичним аналогом бiологiчного про-

цесу функцiонування нейронних зв’язкiв у мозку людини. У 1943 роцi Уор-

рен Мак-Каллок та Волтер Пiттс [8] створили першу математичну модель

штучного нейрона, яка вiдображала базовi принципи роботи бiологiчного

нейрона. Модель Мак-Каллока та Пiттса описує простий нейрон як вузол,

який отримує вхiднi сигнали, обробляє їх i генерує вихiдний сигнал. Вхiднi

сигнали мають ваги, якi вiдповiдають сили зв’язку мiж нейронами. Нейрон

обчислює зважену суму вхiдних сигналiв i застосовує нелинiйну функцiю

активацiї до цiєї суми. Вихiдний сигнал нейрона передається до iнших ней-

ронiв як вхiдний сигнал.

У 1957роцi Френк Розенблатт розробив перцептрон [9] - першу нейронну

мережу, здатну до навчання. Вона використовувала принципи зворотного

розповсюдження помилки для коригування ваг i досягала успiшних резуль-

татiв у вирiшеннi простих задач класифiкацiї.

Завдяки роботi Джеффрi Гiнтона [10] та iнших дослiдникiв, зворотне

розповсюдження помилки стало основним методом тренування нейронних

мереж. Це призвело до збiльшення застосування нейронних мереж у бага-

тьох галузях, включаючи комп’ютерне зорове сприйняття та обробку при-

родної мови.

Переломним моментом в iсторiї розвитку теми нейронних мереж став

1998 рiк, коли Ян Лекун запропонував поняття [11] "глибокi нейроннi ме-

режi маючи на увазi використання нейронних мереж зi значним числом

шарiв для розв’язання складних завдань.

Останнi роки завдяки великому обсягу даних, потужностi обчислень i

покращенню алгоритмiв навчання нейронних мереж, стався значний ривок

в галузi глибокого навчання. Мережi, такi як згортковi нейроннi мережi
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(CNN) i рекурентнi нейроннi мережi (RNN), здобули визнання в багатьох

задачах комп’ютерного зору, обробки мови, голосового i рекомендацiйного

аналiзу тощо.

Введемо декiлька необхiдних визначень. Однiєю з найголовнiших скла-

дових нейронної мережi є шар (layer). Шари бувають трьох типiв:

• Вхiд На цьому етапi в структуру нейронної мережi вводяться поча-

тковi данi. Зазвичай цей шар у векторнiй формi.

• Прихований На цьому етапi вiдбувається процес тренування мережi.

На k−му шарi i−й вузол(нейрон) може бути представлений наступним

чином:

xkm = θ(skm) = θ(
dk−1∑
i=0

wk
imx

k−1
i ), (1.22)

де θ це функцiя активацiї, а w ваги.

• Вихiд Зазвичай, це вектор, що є результатом роботи функцiї активацiї.

Всi елементи приймають значення 0 або 1.

Зв’язком мiж усiма прихованими шарами є ваги. Їх основна задача це оцi-

нювати, чи є попереднiй результат важливим. Функцiя ваг визначається

наступним чином:

W k
im =


1 ≤ k ≤ K, шари

0 ≤ i ≤ dk−1, входи

1 ≤ m ≤ dk, виходи

(1.23)

Важливим етапом побудови нейронної мережi є вибiр функцiї актива-

цiї. Така функцiя на кожнiй iтерацiї вирiшує, чи потрiбно запускати алго-

ритм нейронної мережi. Фактично, процес прийняття рiшення є способом

боротьби з лiнiйнiстю моделi. Найбiльш поширеними є наступнi функцiї

активацiї:



18

• Sigmoid S(x) =
ex

1 + ex

• tanh tanh(x) =
e2x − 1

e2x + 1

• ReLU ReLU(x) = max(0, z)

Поняття епохи вводиться як показник кiлькостi оновлення вагiв. Фун-

кцiя втрат оцiнює наближення до реального результату. Зазвичай вона

розраховується як середня квадратична помилка.

Iснує кiлька типiв нейронних мереж, кожен з яких призначено для

конкретних задач.Найпростiший тип це нейроннi мережi прямого зв’язку

(FNN), де iнформацiя обробляється лише в одному напрямку, вiд вхiдного

рiвня до вихiдного. Вони зазвичай використовуються для таких завдань,

як класифiкацiя та регресiя. Згорточнi нейроннi мережi (CNN) викори-

стовуються для завдань обробки зображень i вiдео. Вони складаються зi

згорткових шарiв, якi застосовують фiльтри для вилучення вiдповiдних

функцiй iз вхiдних даних. CNN вiдомi своєю здатнiстю вловлювати просто-

ровi та iєрархiчнi шаблони в даних. Повторюванi нейроннi мережi (RNN)

призначенi для обробки послiдовних даних, де вихiднi данi попереднього

кроку повертаються як вхiднi данi для поточного кроку. Цей механiзм зво-

ротного зв’язку дозволяє RNN фiксувати часовi залежностi в даних, що

робить їх придатними для таких завдань, як моделювання мови, розпiзна-

вання мови та аналiз часових рядiв. Мережi довгострокової короткочасної

пам’ятi (LSTM) це особливий тип RNN, який може ефективно вивчати

довгостроковi залежностi.
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1.5. Застосування нейронних мереж для

розв’язку класичних математичних за-

дач

Зараз застосування алгоритмiв машинного навчання для розв’язку ма-

тематичних задач стає все популярнiшим. Нейроннi мережi мають значний

потенцiал у розумiннi складних математичних залежностей та здатностi до

навчання на великих обсягах даних. Алгоритми мереж застосовуються для

задач рiзного характеру, наприклад:

Класифiкацiя:Нейроннi мережi можуть використовуватись для кла-

сифiкацiї об’єктiв на пiдставi їх властивостей або характеристик. Одне з

найпоширенiших застосувань це використання мережi для розпiзнавання

рукописних цифр або класифiкацiї зображень на кiлька категорiй.

Моделювання:Нейроннi мережi можуть бути використанi для прогно-

зування числових значень на основi вхiдних даних. Наприклад, прогнозу-

вання цiн на нерухомiсть або прогнозування попиту на товари.

Оптимiзацiя: Ряд оптимiзацiйних задач, таких як мiнiмiзацiя функцiй

великої кiлькостi змiнних або знаходження оптимального шляху в графах,

може бути розв’язаний за допомогою алгоритмiв нейронних мереж.

Апроксимацiя функцiй: Нейроннi мережi можуть бути використанi

для апроксимацiї складних математичних функцiй або наближення фун-

кцiй, для яких немає аналiтичного виразу.
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1.6. Застосування нейронних мереж для

розв’язку задач теорiї керування

Iнтеграцiя нейронних мереж у процес розв’язку задач теорiї керування

була предметом цiкавостi протягом кiлькох десятилiть. Проте, такi мето-

ди були популярнi серед дослiдникiв, що займались теорiєю керування в

iнженерному сенсi. Вперше iдея машинного навчання була застосована до

областi адаптивного керування.

Однiєю з перших спроб застосування нейронних мереж до розв’язку

задач теорiї керування було з цiллю апроксимацiї функцiй в адаптивних

системах керування [12]. Автори зробили значний внесок у галузi, вклю-

чаючи розробку алгоритмiв адаптивного керування на основi нейронної

мережi. Вони запропонували такий метод, як ADP (адаптивне динамiчне

програмування).

Л.Люнг зробив внесок у сферу iдентифiкацiї систем та адаптивного ке-

рування. Вiн iз командою запропонували використання нейронних мереж

для iдентифiкацiї та керування системи [13]. Робота була зосереджена на

використаннi нейронних мереж для оцiнки динамiки складних систем i роз-

робки адаптивних законiв керування на основi визначених моделей.

С.Хайкiн зробив внесок у розробку адаптивних алгоритмiв керування на

основi нейронних мереж. Вiн є автором книги «Нейроннi мережi: всебiчна

основа» [14], в якiй обговорюється iнтеграцiя нейронних мереж i адаптив-

ного керування, включаючи застосування до рiзних проблем керування.

Н.Наiр застосував iдею навчання з пiдкрiпленням до роботи з адаптив-

ного контролю. Вiн розробив алгоритми, що поєднують нейроннi мережi та

методи адаптивного керування, зокрема в областi еталонного адаптивного

керування моделлю [15].



Роздiл 2. Аналiтичний алгоритм

Задача, що описана вище, вже є розв’язаною для довiльного n. Бiльш

того, сформовано алгоритм для пошуку оптимального часу, моментiв пе-

ремикань та типу керування [6]. Зазначимо, що ми кажемо, що кусково-

неперервна функцiя u = u(t) = ±1 при t ∈ [0, θ] має перший тип, якщо

u(θ − 0) = −1 та u(θ − 0) = 1 у випадку керування другого типу.

1. Побудуємо наступнi полiноми:

c±k = c±k (x
0, θ) =

±(−1)kk!x0k + θk

2
, k = 1, ..., n, (2.1)

γ±k = γ±k (x
0, θ) =

1

k
(c±k −

k−1∑
i=1

γ±k−ic
±
i ), k = 1, ..., n, (2.2)

∆±
2k+1 = ∆±

2k+1(x
0, θ) = det{γ±i+j+1}ki,j=0, 0 ≤ k ≤ n− 1

2
, (2.3)

∆±
2k = ∆±

2k(x
0, θ) = det{γ±i+j}ki,j=1, 1 ≤ k ≤ n

2
. (2.4)

2. Знайдемо дiйснi коренi θ+, θ− рiвнянь ∆+
n (x

0, θ) = 0 ∆−
n (x

0, θ) = 0

вiдповiдно. Тодi оптимальний час θ0 буде максимальним значенням

серед θ+, θ−, тобто θ0 = max(θ+, θ−)

3. Визначимо таке 0 ≤ p ≤ n− 1, що

∆+
p+1(x

0, θ0) ·∆−
p+1(x

0, θ0) = 0, (2.5)

(∆+
p+1(x

0, θ0))
2 + (∆−

p+1(x
0, θ0))

2 > 0. (2.6)
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4. Якщо θ+ > θ− тодi керування першого типу. У випадку θ+ < θ−

керування другого типу.

5. Останнiм кроком є моменти переключень. Ми можемо їх знайти за

наступними формулами. У випадку p = 2s:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ1 γ2 ... γs+1

γ2 γ3 ... γs+2

... ... ... ...

γs γs+1 ... γ2s

1 z ... zs

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ1 γ2 ... γs+1

γ2 γ3 ... γs+2

... ... ... ...

γs γs+1 ... γ2s

w0(z) w1(z) ... ws(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (2.7)

якщо p = 2s− 1∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ2 γ3 ... γs+1

γ3 γ4 ... γs+2

... ... ... ...

γs γs+1 ... γ2s−1

1 z ... zs−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ2 γ3 ... γs+1

γ3 γ4 ... γs+2

... ... ... ...

γs γs+1 ... γ2s−1

w1(z) w2(z) ... ws(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (2.8)

при wj(z) = zj −
j−1∑
i=0

γj−iz
i, j = 0, ..., s

Коренi рiвняння (2.7) або (2.8) є точками перемикання.



Роздiл 3. Структура алгоритму для

розв’язку задач теорiї

керування

Iснує два основних типи машинного навчання: контрольоване (supervi-

sed) та неконтрольоване (unsupervised). Вони вiдрiзняються доступнiстю

позначених навчальних даних.

Контрольоване навчання передбачає навчання моделi з використанням

позначених прикладiв, де кожен приклад складається з вхiдних даних i

вiдповiдних вихiдних мiток. Мета полягає в тому, щоб вивчити функцiю

вiдображення, яка може точно передбачати мiтки для нових, невидимих

вхiдних даних. Модель вивчає данi з мiтками, мiнiмiзуючи розбiжностi мiж

прогнозованими результатами та справжнiми мiтками.

Неконтрольоване навчання має справу з даними без мiток, де вхiднi данi

не мають вiдповiдних вихiдних мiток. Замiсть того, щоб передбачати кон-

кретнi мiтки, мета полягає в тому, щоб виявити закономiрностi, структури

або зв’язки в даних. Алгоритми неконтрольованого навчання спрямованi

на вилучення значущих представлень або кластерiв iз даних без попере-

днього знання вихiдних мiток.

Виходячи з того, що покроковий алгоритм розв’язку задачi швидкодiї

iснує, нам доцiльнiше використовувати контроловний тип машинного на-

вчання.
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3.1. Створення необхiдних наборiв даних

Було створено двi пари датасетiв: тренувальний та валiдацiйний. Кожен

з них має набiр початкових точок x0 розмiрностi (10000×n) та набiр точок

перемикання i типу керування (10000 × n) (така розмiрнiсть обумовлена

кiлькiстю перемикань n − 1 та ще однiєю колонкою, кожен елемент якої

приймає значення 0, якщо керування першого типу та 1, якщо другого).

Аналогiчну структуру мають валiдацiйнi данi.

Набори даних заповнювались функцiєю, що була написана за аналi-

тичним алгоритмом розв’язку задачi швидкодiї на мовi програмування

Python. Дана функцiя на вхiд приймає початкову точку x0, а результатом

надає n−мiрний вектор iз точками перемикання ti, i = 1, ..., n− 1 та типом

керування (перший або другий). За допомогою даної функцiї створюємо

набори тренувальних та валiдацiйних даних як на Рис.3.1.

3.2. Алгоритм нейронної мережi

Для розв’язку задачi було використано нейронну мережу прямого

зв’язку з кiлькома прихованими шарами.

Функцiї активацiї: прихованi шари використовують функцiю активацiї

гiперболiчного тангенса (tanh), а передостаннiй шар використовує функцiю

активацiї випрямленої лiнiйної одиницi (ReLU). Останнiй шар використовує

функцiю лiнiйної активацiї.

Iнiцiалiзацiя ваги (Weight initialization): Матрицi ядра (ваги) шарiв iнiцi-

алiзуються за допомогою рiзних стратегiй випадкової iнiцiалiзацiї: «random

normal» для шарiв активацiї tanh i «random uniform» для шару активацiї

ReLU.

Функцiя втрат i оптимiзатор: мережа скомпiльована з використанням рi-
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(а) Початковi умови для тренувального датасету

(б) Моменти переключення та тип керування тренуваль-

ного датасету

Рис. 3.1: Тренувальний набiр даних

зних функцiй втрат i оптимiзаторiв. Перша компiляцiя використовує опти-

мiзатор RMSprop iз функцiєю втрат середньоквадратичної помилки (MSE).

Друга компiляцiя також використовує оптимiзатор RMSprop, але з фун-

кцiєю втрати середньої абсолютної вiдсоткової помилки (MAPE). Третя

компiляцiя використовує оптимiзатор Адама з функцiєю втрат середньо-

квадратичної помилки (MSE).

Пiд час тренування функцiї рахується функцiя витрат, що є середньою

квадратичною похибкою мiж очiкуваним результатом та прогнозом моделi.

Для нашої задачi динамiка функцiї витрат упродовж тренування моделi

виглядає як показано на Рис.3.2.
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Рис. 3.2: Функцiя витрат тренувального й валiдацiйного датасетiв.

Можна вiдмiтити, що функцiя втрат для тренувального та валiдацiйно-

го наборiв даних веде себе майже однаково. Також явно помiтнi два плато

на промiжках (10− 100) й (1000− 10000). Це може бути пов’язано з нако-

пиченням обчислювальних похибк пiд час пiдбору коєфiцiєнтiв вагiв.

Найкраща модель зберiгається та в подальшому використовується для

швидкого пошуку розв’язкiв.



Роздiл 4. Випробовування мережi на

прикладi

Пiсля того як модель натренувалася (пiдiбрано усi ваги (weights)) та

найкраща модель збережена, можна перевiрити якiсть алгоритму на те-

стових даних.

Для генерацiї тестувального набору даних використовується такий са-

мий принцип, що й при формуваннi тренувального та валiдацiйного. Тоб-

то створюється двi матрицi (10000 × n). Кожен рядок першої вiдповiдає

початковiй точцi x0. Три колонки другої матрицi вiдповiдають моментам

переключення системи, а остання визначає тип керування (перший чи дру-

гий). Для перевiрки точностi моделi також було утворено створено датасет

iз правильними результатами.

Пiд час випробовування матрицi на тестових даних ми отримали на-

ступний результат (Рис. 4.1). Можемо побачити, що результати є дуже

близькими, але якщо подивитися на графiк похибок, то виявиться, що iснує

декiлька пiкiв, де помилка майже досягає значення 1. Цей ефект має пря-

мий зв’язок з ефектом плато на графiку похибок. Для випробовування

нейронної мережi також було узяту початкову точку, що була запропо-

нована авторами алгоритму у своєму прикладi [6]. Класичний алгоритм

пошуку точок перемикань та виду керування в задачi керування для по-

чаткової точки x0 = (1,−1, 1,−1) розмiрностi n = 4 дає результат t1 =

0.1185222964, t2 = 1.539741406, t3 = 2.425990476 (керування першого ти-
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(а) Результат нейронної мережi

(б) Реальний результат

Рис. 4.1: Тестування нейронної мережi

Рис. 4.2: Графiк похибок тестових даних

пу θ+ > θ−) за 0.039976 секунди [6]. Натренована нами нейронна мережа

надає результат t1 = 0.16607359, t2 = 2.4586797, t3 = 1.5499189 (керуван-

ня першого типу Рис.4) за 0.0396279 секунди. Також алгоритм перевiрено

Рис. 4.3: Порiвняння результатiв

для n = 10. Для цього було створено тренувальний та валiдацiйний набори

даних аналогiчно випадку n = 4. Таку розмiрнiсь було обрано з декiль-

кох причин. По-перше, з точки зору утворення необхiдних дата сетiв. Як
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вже було зазначено, складнiсь розв’язку задачi суттєво збiльшується iз пiд-

вищенням розмiрностi. Тож утворення необхiдного набору даних вже для

n = 10 та кiлькостi експериментiв (рядкiв) 10000 займає чимало часу (то-

чна кiлькiсть часу). Однак, у той самий час n = 10 вже вистачає для того,

щоб показати переваги використання нейронної мережi на високих розмiр-

ностях, адже класичному алгоритму у процесi пошуку рiшеня доводиться

формувати полiноми степеня 30 i знаходити його коренi.

Створення чотирьох наборiв даних розмiрностi (30x10000) в сумi зайня-

ло 8 годин, що бiльше, нiж для розмiрностi n = 4 майже у вiсiм разiв (у

випадку n = 4 необхiднi дата сети було сформовано за 1 годину 20 хвилин).

Процес тренуання нейронної мережi зайняв двi години. Поведiнка функцiї

втрат виглядає наступним чином:

Рис. 4.4: функцiя втрат для n = 10

Результатом класичного алгоритму для початкової точки

x0 = (1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1)

є наступнi моменти перемикань та другий тип керування (програма показує

0 для першого типу керування, та 1 для другого):

t1 = 7.26, t2 = 5.18, t3 = 2.78, t4 = 1.,

t5 = 8.01, t6 = 6.32, t7 = 3.93, t8 = 1.59,

t9 = 0.04, type = 1.
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Результатом роботи нейронної мережi є

t1 = 7.7, t2 = 5.63, t3 = 2.85, t4 = 1.16,

t5 = 8.03, t6 = 6.68, t7 = 4.2, t8 = 1.86,

t9 = 0.44, type = 1.

Похибка виглядає наступним чином:

res = (0.56, 0.21, 0.14, 0.42, 0.02, 0.17, 0.35, 0.34, 0.02, 0.24).

Тож можна зробити висновок, що аналогiчний алгоритм для розмiрностi

n = 10 дає значно бiльшу похибку. Це пов’язано у першу чергу iз накопи-

ченням помилок упродовж трансформацiї вагiв векторiв.

Зважаючи, на низьку точнiсть роботи мережi на високiй розмiрностi,

було проведено додатковий експеримент. У ньому на метi поставлено по-

шук не усiх моментiв перемикання, а тiльки оптимального часу θ та типу

керування. Вiдповiднi набори даних було створено на основi попереднiх

для розмiрностi n = 10. Через те, що попереднiй набiр даних включав в

себе оптимальний час θ(максимум серед усiх ti, i = 1, 2, ..., n − 1) та тип

керування, новi датасети утворювались простим переносом та вибором ма-

ксимального значення.

Процес тренування нейронної мережi зайняв 1 годину 30 хвилин та на-

дав наступнi результати для початкової точки

x0 = (1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1):

Рис. 4.5: θ, тип керування

Середня квадратична похибка дорiвнює 0.021.

Таким чином, можна зробити висновок, що на високих розмiрностях

доцiльнiше шукати лише значення θ, а не моменти перемикань. Бiльш того
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процес застосування нейронної мережi до пошуку рiшення займає 0.142276

секунди, для такої ж початкової точки класичний алгоритм рахує вiдповiдь

3.07секунди.

Зауважимо, що найбiльш складною частиною розв’язання задачi швид-

кодiї є саме побудова полiномiв (2.3), (2.4) для пошуку θ, адже необхiдно

формувати визначник матрицi, кожен елемент якої є полiномом. Однак,

якщо θ вiдоме, то моменти перемикання можна знайти за формулами (2.7),

(2.8), розклавши визначники за останнiми рядками.

Таким чином, для бiльшої точностi на високих розмiрностях задачу мо-

жна подiлити на двi великi частини: пошук оптимального часу θ та пошук

моментiв перемикання ti, i = 1, ..., n − 1. Першу з яких розв’язувати за

допомогою алгоритму нейронної мережi, а другу вiдповiдною частиною

класичного алгоритму.



Висновки

Отже, використання нейронних мереж для вирiшення задачi швидкодiї

є важливим та ефективним методом апроксимацiї моментiв перемикання

та пошуку типу керування. Отриманi результати показують, що натрено-

вана мережа досягає точностi, яка вiдрiзняється вiд справжньої величини

на порядок 10−2, при цьому витрачаючи менше часу, нiж традицiйнi алго-

ритми.

Цей висновок є значущим з наукової точки зору, оскiльки пiдкреслює

потенцiал нейронних мереж у вирiшеннi задач оптимiзацiї та швидкодiї.

Застосування таких моделей може виявитись корисним у рiзних сферах,

включаючи автоматизацiю, транспорт, робототехнiку та iншi областi, де

важливо досягти високої точностi та ефективностi при обробцi складних

задач.

Проте, варто враховувати, що дослiдження може бути обмежене деяки-

ми факторами. Наприклад, потрiбно враховувати розмiр та складнiсть на-

вчального набору даних, а також параметри самої нейронної мережi, такi

як кiлькiсть шарiв та розмiр кожного шару. Додатковою роботою може

бути дослiдження рiзних архiтектур мереж та методiв навчання з метою

полiпшення результатiв.
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Можливi напрями подальших дослiджень

Наступним кроком варто розглянути застосування алгоритму нейронної

мережi до розв’язку нелiнiйної задачi швидкодiї наступного вигляду:

ẋ = a(t, x) + b(t, x)u, a(t, 0) ≡ 0, u ∈ R, (4.1)

де a(t, x), b(t, x) це вектор-функцiї в околi нуля. Умова a(t, 0) ≡ 0 означає,

що початок координат є точкою покою для системи. Обмеження керування

|u(t)| ≤ 1 лишається з лiнiйної задачi.

Навчання iз "вчителем" виявляється недоцiльним для розмiрностей,

що перевищують n = 10, через високi обчислювальнi вимоги та значний

час, необхiдний для створення великих тренувальних та валiдацiйних на-

борiв даних. Однак, можна розглянути альтернативний пiдхiд, що базує-

ться на зворотнiй задачi. Конкретнiше, ми можемо спробувати визначити

початкову точку системи, знаючи фiнальну точку та оптимальний час, не-

обхiдний для переведення системи в початок координат.

Одним з можливих пiдходiв є формування функцiї втрат як середньо-

квадратичної похибки системи вiд оптимального керування та фiнальної

точки. У рамках цього пiдходу можна застосувати оптимiзацiйнi методи

для мiнiмiзацiї функцiї втрат та знаходження оптимальних параметрiв мо-

делi. Наприклад, можна використовувати градiєнтний спуск або його ва-

рiацiї для ефективного оновлення ваг моделi. Також можна розглянути

використання рiзноманiтних алгоритмiв оптимiзацiї, таких як методи дру-

гого порядку або методи стохастичного градiєнтного спуску.

Також можливим пiдходом є використання архiтектур нейронних ме-

реж, що пiдтримують паралельнi обчислення, такi як глибокi згортковi

мережi (CNN) або рекурентнi нейроннi мережi (RNN). Цi архiтектури мо-

жуть допомогти впоратися зi складними завданнями та робити обчислення

бiльш ефективними.
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